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Resume 

Dans la premiere partie de cet article, nous presentons la theorie des structures de 
Weyl et des spineurs a poids sur une variete conforme. Dans la seconde partie, nous 
introduisons la notion de structure de Weyl asymptotiquement plate, la masse associee et 
nous demontrons le tlieoreme de la masse positive dans le cadre de la geometric spinorielle 
conforme. 

MSG 2000 : 53A30, 53C27, 46E35. 
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de la masse positive. 
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Introduction 



Une variete riemannienne M est asymptotiquement plate s'il existe un compact K tel que 
les composantes connexes de M \ K sont diffeomorphes a I'espace M" prive d'une boule, et 
si dans ces ouverts, la metrique est asymptotique a la metrique plate de M". Sous certaines 
conditions, un invariant geometrique calcule a I'infini leur est associee : c'est la masse de la 
variete asymptotiquement plate. Dans un cadre spinoriel, E. Witten [H] demontre que cette 
masse est positive si la courbure scalaire de la variete est positive et que ces varietes possedent 
une certaine rigidite puisque la masse est nulle si et seulement si la variete est isometrique a 
I'espace euclidien. Rendue rigoureuse par T. Parker et C. H. Taubes [H], la methode repose sur 
la formule de Lichnerowicz. Une fois integree, cette formule fournit un terme de bord qui, sous 
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les bonnes hypotheses, converge vers la masse de la variete riemannienne asymptotiquement 
plate. Cette formule permet alors de montrer le resultat de positivite de la masse, ainsi que le 
cas d'egalite. 

P. T. Chrusciel et M. Herzlich [2] ont defini une masse pour des varietes asymptotiquement 
hyperboliques et ont demontre un theoreme de masse positive dans ce cadre. Dans [3], Xianzhe 
Dai generalise le theoreme de masse positive au cas ou la variete est asymptotique au produit 
R" X X, ou X est une variete compacte simplement connexe de Calabi-Yau ou une variete 
hyper-Kahlerienne. Recemment, V. Minerbe [9j, en s'appuyant sur la methode de E. Witten, a 
etabli le theoreme de masse positive pour des varietes completes non compactes asymptotiques 
a une fibration en cercles sur une base euclidienne, dont les fibres sont asymptotiquement de 
longueur const ante. 

Dans cet article, nous allons nous interesser au cas d'une variete M munie d'une classe 
conforme c. Nous allons alors generaliser la notion de platitude asymptotique aux structures de 
Weyl sur (M, c). Nous dirons que (M, c, D) est une structure de Weyl asymptotiquement plate 
lorsque D est une connexion de Weyl sur (M, c) et s'il existe une metrique g dans la classe 
conforme c telles que la variete riemannienne {M,g) est asymptotiquement plate et que la 
1-forme de Lee de D relative a g possede un bon comportement asymptotique a I'infini. Nous 
definirons alors une notion de masse associee a cette structure generalisant la masse d'une 
variete asymptotiquement plate. Nous verrons que cette masse est invariante pour certaines 
sous-classes de metriques de la classe conforme et nous etudierons la fagon dont elle evolue 
par passage d'une classe a I'autre. 

Dans le cadre de la theorie des spineurs a poids, P. Gauduchon [6j et A. Moroianu ^0] ont 
etabli la formule de Lichnerowicz conforme pour les structures de Weyl sur les fibres de spineurs 
a poids. La masse des structures de Weyl asymptotiquement plates apparait naturellement 
dans I'integrale du terme de bord de cette formule. Ce calcul nous permet de montrer sa 
positivite dans le cas ou la courbure scalaire de la connexion de Weyl est positive. 

Nous commencerons par des rappels de geometric conforme sur les structures de Weyl, et 
les spineurs a poids. Nous demontrerons la formule de Lichnerowicz conforme et donnerons 
I'expression de son terme de bord. Apres de brefs rappels dans le cadre riemannien, nous 
definirons ensuite avec precision la notion de structure conforme asymptotiquement plate et 
de la masse associee en donnant ses proprietes d'invariance. Enfin, nous etablirons sur le 
modele de la demonstration de E. Witten un theoreme de masse positive pour les structures 
de Weyl asymptotiquement plates sur des varietes spinorielles. 

Ce texte constitue une partie de ma these dirigee par Paul Gauduchon et de Andrei 
Moroianu. Je les remercie vivement pour leurs idees et pour tout le temps qu'ils m'accordent. 

1 Poids conformes et spineurs 

Sauf mention contraire, les varietes, les metriques et les sections des differents fibres consi- 
deres seront C°°. 

1.1 Structures de Weyl 

Soit M une variete orientee de dimension n, munie d'une structure conforme definie positive 
c. Rappelons quelques faits de geometric conforme afin de pouvoir definir la notion de structure 
de Weyl, introduite par Hermann Weyl dans [13]. Nous noterons TM et T*M respectivement 
les fibres tangent et cotangent de M, Gl{M) {Gl~^{M)) le fibre des reperes (orientes) de TM et 
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CO{M) le sous-fibre de Gl{M) des reperes c-orthonormes. Le fibre CO{M) que nous appelons 
fibre des reperes conformes est un fibre principal sur M dont le groupe structural est le groupe 
conforme CO(n) = 0(n) x M^'', oii M^" est I'ensemble des reels positifs non nuls. Sur toute 
variete differentiable M de dimension n, nous pouvons definir une famille , pour /c G M, 
de fibres en droites reelles sur M par : 

L^^^ = Gl{M) X|det|fe/nM 

Nous dirons que L'^^^ est le fibre des scalaires de poids k. Notons L les scalaires de poids 1. Pour 
e N, L^^'^ est la puissance tensorielle /c-ieme de L. Ces fibres sont naturellement orientables, 
done triviaux. De plus, lorsque la variete est munie d'une structure conforme, nous avons une 
reduction au fibre des repere conformes : 

L^'') = CO{M) X|d^t|fe/"IK 

Si u est une representation du groupe CO(n) sur un espace vectoriel la restriction de u 
au sous-groupe des reels strictement positifs M^'^ est de la forme : 

v{a) = aHd 

pour a G et ou Id est I'identite de V . Nous dirons que le reel k est le poids conforme 
de la representation v. Soit Gl{n) {Gl^{n)) le groupe des isomorphismes (orientes) de M". 
Les fibres vectoriels sur (M, c) associes a Gl{M) et obtenus par une representation de Gl(n) 
possedent un poids conforme naturel qui est le poids de la restriction de cette representation 
au sous-groupe conforme CO(n). Avec cette convention, les fibres tangent, cotangent et des 
p-formes sur M sont respectivement de poids naturels +1, —1 et —p. Le reel k du fibre L^^^ 
est le poids de Taction de M^''. II est facile de voir que le poids naturel d'un produit tensoriel 
est la somme des poids des facteurs constituant ce produit. Par exemple, le poids conforme 
naturel de T*M ® T*M est -2. 

Le complementaire de la section nulle du fibre L^^^ possede deux composantes connexes 
qui sont donnees par : 

= CO{M) X|j^t|,/„ M>o et lL^^ = CO{M) X|det|fe/n M<° 

Nous utiliserons aussi le fibre complexifie L^^'^ du fibre des scalaires a poids L^^^ . 

Definition 1.1.1. Une structure de Weyl sur une variete conforme (M, c) est une connexion 
lineaire sans torsion surTM induite par une connexion CO{n)-equivariante sur CO(M). 

Le theoreme fondamental de la geometric conforme de H. Weyl est le suivant (c/. aussi 
p] et m) : 

Theoreme 1.1.2. L'application qui, a toute connexion lineaire D surTM associe la connexion 
induite sur L determine, par restriction, un isomorphisme ajfine de I 'espace des structures 
de Weyl sur TM sur I 'espace des connections lineaires sur L. 

Soient D une structure de Weyl sur TM et sa connexion lineaire associee sur L. Nous 
avons la formule de Koszul generalisee suivante : 

2c{DxY, Z) = {c{Y, Z)) + (c(Z, X)) - Vf {c{Y, X)) 
+c{Z, [X, ¥]) - c{Y, [X, Z]) - c(X, [Y, Z]) 
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Cette formule demontre I'existence et I'unicite de D etant donne V . 

Soit D' une autre structure de Weyl sur M, avec sa connexion lineaire sur L associee. 
La difference — est une 1-forme 6 sur TM . L'isomorpliisme entre les structures de 
Weyl et les connexions lineaires sur L nous donne la relation suivante : 

DxY = D'xY + e{X)Y+{eAX){Y) (1) 

L'endomorphisme antisymetrique ^ A X de TM est defini par : 

(9 A X){Y) = e{X)Y - g{X, Y)9^ 

ou g est une metrique quelconque dans la classe conforme, et ou 9" est le dual riemannien 
de 9 relativement a g. En particulier, noTis pouvons associer a une metrique riemannienne g 
dans la classe conforme sa 1-forme de Lee, notee 9g, definie par 9g = V^ - V\ ou V^' est la 
connexion lineaire sur L induite par la connexion de Levi-Civita de g. Notons que la connexion 
de Levi-Civita d'une metrique g dans c, notee , est une structure de Weyl sur TM . 

Definition 1.1.3. Une structure de Weyl D estfermee (respectivement exacte) si sa connexion 
lineaire associee sur le fibre L est plate (respectivement si L admet une section globule V^- 
parallele). De maniere equivalente, une structure de Weyl D estfermee (respectivement exacte) 
si D est localement (respectivement globalement) la connexion de Levi-Civita d'une metrique 
dans la classe conforme. 

Rappelons que la classe conforme c est une section du fibre S'^{T*M) (g) L^^^ telle que, 
pour tout cliamp de vecteurs X, c{X,X) est une section de L^^\ La famille {ei}i=i...„ est une 
base c-orthonormee de TM s'il existe une section positive I de L telle que c(ei, ej) = Sijl"^. En 
particulier, la base duale {e*} de {6^} est donnee par : 

e*{X) = c{ei,X)r'' 

Nous pouvons etendre les isomorphismes musicaux dans le cadre conforme : nous definissons 
d'une part b : TM T*M L^^) par : 

x' = ciX,.) 

pour tout vecteur X de TM. D'autre part, ft : T*M TM (g) L^"^) defini par : 

a = c{a^, •) 

pour toute 1-forme a sur M. Par consequent, nous avons I'identification suivante : 

T*M (g) T*M ^ T*M <S) TM L^~^'^ 

Par contraction des formes et des vecteurs, nous obtenons alors une application de T*M®T*M 
dans L^~^^ : c'est la trace conforme des formes bilineaires symetriques. 

Pour tous X, Y et Z vecteurs de TM, nous definissons le tenseur de courbure de la 
structure de Weyl D, que nous notons R^, par : 

R^^yZ = [Dx,Dy]Z - D^x,Y]Z 
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Nous pouvons voir R comme une section du fibre T*M® <^TM. Nous definissons alors Ric 
le tenseur de Ricci de la structure de Weyl D par : 

Ric^(X,y) = trace(Z ^ Rf,x^) 

pour X et y vecteurs de TM . Le tenseur de Ricci est une section du fibre T*M ® T*M. 
En appliquant la trace conforme sur le tenseur de Ricci, nous obtenons une section de L^^'^\ 
Cette section, que nous notons Scal^ , est la courbure scalaire de la structure de Weyl. 

Nous avons une correspondance entre les metriques riemanniennes dans c et les sections 

9 9 (2) 

du fibre L_^_ : une metrique riemannienne g et la section / du fibre correspondante sont 
reliees par : 

c = g(S>f 

Le choix d'une metrique dans la classe conforme determine, a un element du groupe orthogonal 
0(n) pres, un repere orthonorme au voisinage de chaque point de M. Cependant, une section 
l'' du fibre L^^^ est une classe d'equivalence sous Taction de Gl{n) de la forme [s,v\, ou s 
est un repere local de TM et v une fonction sur M . Par consequent, lorsqu'une metrique est 
fixee dans la classe conforme, les sections des fibres L^^-* s'identifient a des fonctions sur la 
variete. Soit g une metrique dans classe conforme ; la structure de Weyl D et la connexion de 
Levi-Civita sont liees via la 1-forme de Lee 9g par la formule suivante : 

DxY = D%Y + 9g{X)Y + {eg^X){Y) (2) 

Ainsi, la courbure scalaire de D s'identifie, via la trivialisation de L par g, a une fonction sur 
M par la formule suivante [7] : 

5ca/^ = Scalf^ - 2(n - l)iVg{Df^eg) - (n - l)(n - 2)|0g|2 (3) 

ou Scal^ est la courbure scalaire de la connexion de Levi-Civita et tr^ la trace relative a 
la metrique g. Pour plus d'information concernant les structures de Weyl, le lecteur interesse 
pourra consulter [7j. 

1.2 Spineurs conformes 

Soit M une variete spinorielle de dimension n [5]. L'algebre de Clifford reelle CZ„ asso- 
ciee a I'espace (M", || ||) euclidien est I'unique algebre reelle, a isomorphisme pres, verifiant la 
propriete universelle suivante : pour toute M-algebre associative unitaire A, une application 
lineaire v de M" dans A telle que v{x)'^ = —\\x\\'^1a-, pour tout x de M", s'etend de fagon 
unique en un morphisme d'algebres de Cln dans A. Soient Spin(n) C Cln le groupe spinoriel 
et A : Spin(n) —* SO(n) le revetement a deux feuillets du groupe special orthogonal SO(n). 
Soit /i : Spin(n) — > Aut(A„) la representation spinorielle de Spin(n) sur I'espace des spineurs 
A„. La representation spinorielle est la restriction de la representation de l'algebre de Clifford 
Cln sur I'espace A„. Cette representation induit une action de Cln sur A„ (cette action est 
aussi appele multiplication de Clifford). En particulier, nous avons une inclusion canonique 
de dans Cln, done une action de sur A„. Nous notons x ■ ^ cet action de Clifford, ou 
X G C/n et ^ € A„. Rappelons qu'il existe un isomorphisme d'espace vectoriel entre Cln et 
l'algebre exterieure A*M" de M" donne par : 

A^R'^ ^ Cln 

A ... A ejj, I > di-^ ■ ■ ■ Cij^ 
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ou (ei, . . . , en) est une base de M". Notons que vA et vj sont respectivement le produit exterieur 
et interieur par v sur M. Nous avons pour Taction de Clifford I'identification suivante : 

X • (w • ^) = (x A cj) • ^ — xjui ■ ^ 

ou X G M", uj G A*M" et ^ G A„. La multiplication de Clifford est un morphisme de Spin(n)- 
representations, i.e. : 

M7)(x-0 = (A(7)a:)-(M7)e) 

pour 7 E Spin(n), x € M" et ^ € A„. Soit g une metrique riemannienne sur M. Une structure 
spin sur {M,g) etant choisie, notons Sping{M) le Spin(n)-fibre principal au-dessus du fibre 
des reperes (7-orthonormes directs SOg{M). Le fibre des spineurs relatif a la metrique g est 
defini par : 

= SpiugiM) x^An 

Pour plus de details concernant la geometric spinorielle dans le cadre riemannien, le lecteur 
pourra consulter [5]. 

Nous definissons le groupe spinoriel conforme CSpin(n) comme le produit Spin(n) x 
Pour tout 7 G CSpin(n), nous ecrirons : 

7 = 07 

ou a E et 7 G Spin(n) sont uniquement determines. Soit CO~^{n) ; nous avons le morphisme 
de groupes A : CSpin(n) — > CO~^{n) defini comme le produit de A et de I'identite de M^*^ et ou 
CO~^{n) = SO(n) x M^*^. Soit A; G M. La representation spinorielle conforme de poids k, notee 
^^^^ , est la representation lineaire de CSpin(n) sur I'espace des spineurs A„ definie par : 

/.('=)(7) = aV(7) 

pour tout 7 dans CSpin(n). De la meme fagon que la representation spinorielle, nous avons 
une relation de compatibilite entre la multiplication de Clifford et la representation spinorielle 
conforme de poids k. Pour 7 € CSpin(n), x € M" et ^ G A„, nous avons : 

^(^)(7)(x.0 = (a(7)x)-(^('=)(7)C) 
Le fibre vectoriel des spineurs de poids conforme k est defini par : 

J^C") = CSpin{M) x^(fc) An 
Nous avons I'identification suivante : 

L'action de Clifford de TM sur I'espace des spineurs a poids est I'application 

TM (g) S^'') ^ 

X ®i) ^ X - ip 

definie par : 

X-^ = [s,x-i] 

ou et X sont respectivement representes par [s, ^] et [s,x], avec s un repere de CSpin(M), 
s = A(s) et X G M". 
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Proposition 1.2.1. Pour tout g & c, et tout k eM., il existe un isomorphisme canonique de 
dans SW. 

Demonstration. Une metrique g dans la classe conforme definit une reduction du fibre C Spin{M) 
a Sping{M). Dans ce cas, nous avons : 

CSpin{M) x^(fc) A„ = Sping{M) A„ 

puisque ji est le restriction de la representation ^^^^ au groupe Spin(n). □ 

Soient g El c ei g = f^g, avec / une fonction reelle non nulle sur M. La proposition 
precedente nous donne une famille d'isomorphismes 

$(fe) . ^S^M 

[s,v] ^[sfj-^v] 

pour tout A: G M. Soit ( , ) le produit scalaire hermitien sur A„ compatible avec raction de 
Clifford. Notons {,)g le produit scalaire hermitien Spin(ra)-invariant sur induit par (, ). 
Les isomorphismes ne sont pas des isometrics : 

Nous definissons une application bilineaire h par : 

if; igup I— [s, {u,v)] 

oil ^p et if sont representes respectivement par [s, ^] et [s,C] et oii s est le projete de s sur 
CO{M). 

Proposition 1.2.2. L'application bilineaire h est bien definie et pour tous X G TM, € j^C'i) 
et ip € nous avons : 

h{X ■ip,(p) = -h{i;, X-ip)e 4'^^+^^"^^ 
Demonstration. En changeant le repere s par 5-7"'^, oii 7 G CSpin(n), nous obtenons 

= a'=i+^^(M(7)e,/^(7)C> 

= (det7)('=i+'=2)/"(e,C) 

Ce calcul montre que [s, (^1,^2)] est une section de L^^^^'^^'' et done que h est bien definie. 
Pour ^, C € A„ et a; G M*^, le produit scalaire hermitien sur A„ verifie : 

Par definition de la multiplication de Clifford des spineurs a poids, il est clair que h verifie la 
meme relation. □ 
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Les sections du fibre sont des densites d'integration sur M. Pour ki + k2 = —n, nous 

definissons une application sesquilineaire H : C^(S^^^^) x C^(S^'^^^) — > C par : 

H{i;,<f) = [ h{i;,ip) 

J M 

ou designe I'espace des sections lisses a support compact. Soient ki et /c2 des reels tels 
que ki + k2 = —n et g une metrique dans la classe conforme c. Nous avons vu que les fibres 
S*^'^^^ et s'identifient canoniquement au fibre S^. La multiplication de Clifford definie sur 
les spineurs a poids s'identifie alors a la multiplication de Clifford (usuelle) sur S^. D'autre 
part, I'image de I'application h par cette identification est le produit scalaire hermitien ( , )g 
defini sur S^. Ainsi, nous pouvons remarquer que, pour une metrique g quelconque dans c, 
nous avons : 

Hi4',ip) = / {^,ip)gVg 

Jm 

ou Vg est la forme volume associee a la metrique g. 

Proposition 1.2.3. Soient D et D deux structures de Weyl sur {M,c) reliees par (Qp. Ces 
dernieres induisent deux connexions lineaires D^^^ et D^^^ sur S^^^ reliees par : 

dJV = -^x■e.^p + {k- l)e{x)^p 

pour tout ip dans 

Demonstration. Nous avons vu que les structures de Weyl D et D sont reliees par D = D + Q, 
ou @{X) = 9 A X + 9{X)ld. Les connexions induites par D et D sur le fibre S^'^^ verifient 
done la relation suivante : 

ou d^^^^ est la differentielle a I'origine de la representation lineaire de poids k de CSpin(n). 
Nous obtenons : 

n 

jj{k) ^ jj(k) ^ ^^^Q ^ ^ + kid®e 

i=l 

Cela donne, pour i/' £ 5]'''^-* et X G TM, la formule suivante : 

D^^^i) = oPi; + ^{9 A X) ■ il^ + k9{X)'4} 

De plus, d'apres la definition du produit de Clifford des 2-formes, nous avons : 

X -e = -9 AX - 9{X) 

Nous obtenons alors la formule souhaitee. □ 

Soient D une structure de Weyl sur (M, c), k un reel et la connexion induite par 
D sur tP'\ Soit 5 G c. La connexion de Levi-Civita de g est une structure de Weyl sur 
TM . La connexion determine done une connexion lineaire sur le fibre des spineurs a poids 
t!^^\ Nous continuous de noter cette connexion. La proposition precedente nous donne la 
relation suivante : 

Dfi^ = Dl,i:-]^X-9g-^ + {k- \)9g{X)i^ (4) 
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pour tout tp dans T,^ ' et tout X dans TM. 

Soit D' une autre structure de Weyl. Nous avons et V^' les connexions lineaires sur 
L associees respectivement aux structures de Weyl D et D' . Ces connexions induisent des 
connexions lineaires sur les fibres pour G M, que Ton note toujours et . Nous 
avons vu qu'il existe une 1-forme 9 sur M telle que = +9. Par consequent, pour toute 
section l'' de L^^^ et tout vecteur X de TM, nous avons : 

V^l^ = V'^l^ + k9{X)l'' 

En particulier, si nous fixons une metrique g de la classe conforme, les sections de L^'^^ s'iden- 
tifient a des fonctions sur M . Ainsi, lorsque D' est la connexion de Levi-Civita de 5, nous 
obtenons : 

V^l^ =dl^{X)+k9g{X)l^ 

Soit S!^ : T,^ ^ T,^ I'operateur de Dirac agissant sur le fibre des spineurs relatif a la 
metrique g. L'operateur est defini comme la composition de la multiplication de Clifford 
et de la connexion induite par sur S^. Get operateur de Dirac est un operateur differentiel 
lineaire d'ordre 1 et elliptique. Pour plus de details, nous renvoyons de nouveau le lecteur a 
[5]. La multiplication de Clifford sur les spineurs a poids definit une contraction, notee m^''\ 
sur les spineurs de poids k : 

u; (g) -0 uj ■ ip 

Nous considerons la connexion ' comme un operateur de T,^''^ dans T*M ® S^''^ Nous 
definissons alors l'operateur de Dirac de poids k par : 

^(fe) . ^{k) m('')oD(''\ 

De cette fagon, la connexion de Levi-Civita agissant sur les sections de S^'^^ determine un 
operateur de Dirac de poids k. Lorsque les spineurs de poids k sont identifies a des spineurs de 
E^, via le choix de la metrique 5, cet operateur de Dirac a poids s'identifie tautologiquement a 
l'operateur de Dirac usuel sur S^. Les calculs qui suivent sont effectues dans les differents 
espaces a poids mentionnes. En revanche, si une metrique est fixee, les calculs se ramenent, 
via les identifications induites par la metrique, au cas riemannien, en identifiant les differents 
objets a leurs correspondants riemanniens respectifs. 

Proposition 1.2.4. Soient g une metrique de la classe conforme c et D une structure de 
Weyl sur (M, c) dont la forme de Lee par rapport d g est 9g. Les operateurs de Dirac et 
S!^^^ agissant sur les sections de S^'^^ sont relies par la formule suivante : 

Q{k)^ = + (fc + l(n - l))9g ■ ip 

pour toute section de S^'^^ 

Demonstration. La proposition 11.2.31 nous donne : 
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Par consequent, dans une base {ci} y-orthonormee, nous avons 



^ n 1 " 

^W^; = ^9^ + (k--)Y,0giei)ei-ilj--Y,ei-ei-9g-i; 



i=l 



i=l 
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□ 



1.3 Formule de Lichnerowicz conforme I 

Dans le cas des spineurs associes a une metrique riemannienne, la formule de Lichnerowicz 
relie le carre de I'operateur de Dirac, I'operateur de Laplace-Beltrami et la courbure scalaire 
de la metrique. Fixons une metrique g dans la classe conforme c et une structure de Weyl D 
sur M. Nous avons la proposition suivante ^ : 

Proposition 1.3.1. Soit {M,g) une variete riemannienne de dimension n, orientee, et spi- 
norielle. Pour tf) dans T,^ , nous avons la formule de Lichnerowicz suivante : 

{&9f^ = tr(L»^''2)(V') + ^Scal^i; 

oil D^'^ est la derivee covariante seconde et Scal^ la courbure scalaire de la connexion de 
Levi-Civita. 

Dans le cadre des spineurs a poids, P. Gauduchon [6] et A. Moroianu [10] ont etabli 
une formule de Lichnerowicz conforme. Soit k un reel. Etant donnee une structure de Weyl, 
I'operateur de Dirac de poids k agit sur les sections de spineurs de poids k mais celui-ci fournit 
des sections de spineurs de poids k — 1. Par consequent, nous definissons le carre de I'operateur 
de Dirac de poids k comme la composition ^('^"^^ o qui est un operateur defini sur les 
sections de T,^^^ et a valeurs dans I'espace des sections de 

Proposition 1.3.2. Soit tp un spineur de poids k. Le carre de I'operateur de Dirac a poids 
associe a une structure de Weyl dont la forme de Lee est 9g est donne par : 

-{2k + n- l)Dl,^ - (k^ - k{2 - n) + ^'"^^ + ^ ) [0,1^^ 
Demonstration. Soient x dans M et {cj} une base g-orthonormee de T^M . Dans cette base. 
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nous avons : 

= 9%9^i^ + (k + ]^{n- \))eg ■ V) + (fc - 1 + ^(n - l))eg ■ (^^V + {k + ^{n - • V) 
+{k-l + ^{n- l))eg .^9^-{k-l + l(n - l))(fc + l(n - l))!^,!^^; 

Z ^9 

_(A; + l(n-l))(A;-l + i(n-l))|e,|^^ 

□ 

Comme pour toute connexion sans torsion, nous definissons la connexion de Weyl seconde 
de poids k par : 

ou X et y sont des champs de vecteurs de TM, et ijj & La connexion de Weyl seconde 
de poids k peut etre vue comme un operateur agissant sur les sections de S^'^^ a valeurs dans 
I'espace des sections de T* M (><) T* M (i^ T,^''\ En appliquant la trace conforme et en rappelant 
que L(-2) ^ ^^^^^g obtenons I'application tr(D(^)'2) : S^^^ -> S^'^'^). 

Proposition 1.3.3. Soient {cj} un repere local c-orthonorme tel que c(ei,ej) = 5ijl^ , oil 
I E: L, et tp une section de S^'^^. Une ecriture locale de ti{D^^^''^) est donnee par : 

n 

tr(Z^«'^)(^) = - ^ (Di^HDi^^) - <) ,^^) 
i=l 

Demonstration. Montrons que I'expression ne depend pas du choix du repere c-orthonorme. 
Soit {Si} une base c-orthonormee. II existe un champ de matrices conformes A = (ajj) tel 
que : 

n 

6? ~ ^ ^ (^ik^k 
k=l 

Nous avons *AA = ou / est une fonction sur M. De maniere 6quivalente, nous avons la 
relation suivante : 

n 
k=l 

Nous obtenons alors : 

n n 

c{ei,ej) = y^aifcQj7c(efc,Q) 

k=l 1=1 

n 

= ^ ciikajkl^ 
k=l 

= w? 
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Par consequent, nous avons c{ei,ej) = , oii / = fl. Nous calculous : 

n n 

i=l i,p,q=i 

n 

n n 

p,q=l i=l 
n 

p,q=l 
n 



p=i 



□ 



Dans tout ce qui suit, nous noterons -D et ^ respectivement la derivee covariante et I'ope- 

rateur de Dirac induits par la structure de Weyl D sur le fibre des spineurs de poids conforme 
2 - n 



2 

Theoreme 1.3.4. Soit D une structure de Weyl. Soient D et Si respectivement la derivee 

( 2-n N 

covariante et I'operateur de Dirac d poids agissant sur le fibre des spineurs d poids 2 
Pour toutes sections deT,^ 2 ) ^ nous avons la formule de Lichnerowicz conforme I suivante : 

= tr(i?2)(^) + ^Scal^iP 

Remarque 1.3.5. Dans le theoreme \ 1.3. 41 nous omettons le symbole du produit tensoriel 
Seal ip de la section Seal du fibre ' et de la section ij] de Ti^ 2 ' . En rappelant que 
T,^^^ eg) L^~'^^ = nous remarquons que Scal^ip est bien une section de La 

Tl 

formule donnee par ce theoreme relie bien des objets de meme poids conforme ~ ^■ 

Demonstration. Soient /c € N, -0 et (/> dans rc G M et {ej} une base de T^M. Fixons une 
metrique g dans c. Supposons que la base {cj} est parallele en un point pour la connexion de 
Levi-Civita . Nous avons en ce point : 

= DliDli;) + {k- ^)Dl{eg{e,))i^ + {2k - l)9g{e,)Dli^ - ■ 01%) ■ 



-ei ■ Og ■ + {k- hfOgicifxl, -{k- \)9g{ei)e^ ■ Og ■ iP 
+^ei ■ Og ■ ei ■ 9g ■ ip 
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Les proprietes de la multiplication de Clifford nous donnent alors : 

D^e^Df^i;) = Dl{Di^l:) + {k-\)Dl{eg{e,))^ + {2k + l)eg{em^^ 
-\ei ■ DliOg) ■^ + eg-ei- Dli; + {k - h^eg{e^f^l^ 



-keg{ei)ei -Og-ip - -\Og\ltp 



2' 

1 



Nous obtenons 



1 1 

(^^'V) = -iTg[D3'^m + {k- -MDSeg)^; + {2k + l)DU- -Q\Bg) . 



2 

i=l 

+eg-&a^ + {k'-'^)\eg\^i; (5) 

De plus, 

De,ei = 2eg{ei)e,-el 

En sommant sur i de 1 a n, nous en deduisons : 

n 

Y,De,e, = {2-n)el 
1=1 

Par consequent, 

n 
1=1 

La difference des equations JS]) et jH]) nous donne : 



^D^nLi^ = (2 - V + H2 - n)|0,|2^ (6) 



- trp('=)'2)(^/;) = -tTg{D3'^){ij) + {k- l)tT{D3eg)^P + {2k + n- - l^'iOg) ■ ij 

Z tig Z 

+0g ■ + (k^ - H2 - n) - ^{n - 1)^ \9g\l^ (7) 

En sommant les expressions (ll.3.2|) et jT]), puis en utilisant la formule de Lichnerowicz (pro- 
position [L3lll), nous obtenons la formule suivante : 



^{fc-i)^(fc)^ _ tr(DW'2)(V^) = i \scais + 2{2k - l)tVg{DS{eg)) - (n - l)(n - 2)\eg\l 



4 



+ [k + ^)^\eg).i; 



Rappelons que la courbure scalaire de D, via la metrique g, s'identifie a une fonction sur M 
de la fagon suivante : 

Scal^ = Scal^ - 2{n - l)tVg{D^eg) - {n - l)(n - 2)|6'g|^ 

2 — n 

Ainsi, pour I'unique poids conforme — ^ — , la formule ([5]) ne depend pas de la metrique g 
choisie et nous donne la formule souliaitee : 

□ 
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1.4 Formule de Lichnerowicz conforme II 

Nous allons introduire des operateurs invariants conformes generalisant la notion de diver- 
gence du cas riemannien et calculer des operateurs adjoints dans un sens conforme. Notons 
d'abord qu'une structure de Weyl preserve I'application h. 

Proposition 1.4.1. Soient tp G S^^^ et (p ^ S*-'^. Toute structure de Weyl D preserve la forme 
bilineaire h : 

{h{^, ^)) = h{D^''^, ^) + Z)('V) (9) 

oil agit sur L^^+^K 

Demonstration. L'application h ne depend que de la classe conforme c. De plus, toute structure 
de Weyl preserve la classe conforme. Par consequent, toute structure de Weyl D preserve h, 
et done nous obtenons la formule □ 

Soient g etg deux metriques riemanniennes telles que g = f'^g. Notons *^ et *^ les opera- 
teurs de Hodge associes respectivement aux metriques g et g. Nous avons : 

ou oj'^ est une g-forme sur M. Par consequent, il existe un operateur de Hodge conforme 
naturel : 

Pour X dans TM et uj une section de A'^M (g) L^^\ I'operateur de Hodge conforme verifie la 
relation suivante : 

X^LU = *{X^ A*uj) (10) 
Pour k = 2q — n, nous pouvons definir un operateur de divergence conforme par : 

ou d est la differentielle exterieure sur M. Nous pouvons egalement definir un operateur de 
divergence relatif a la structure de Weyl D, que nous notons 5^. Soit {cj} une base locale 
c-orthonormee telle que c{ei,ej) = 5ijl^ . Nous definissons 5^ par : 



5^ = - 

i=l 



Nous pouvons considerer qu'une structure de Weyl D agit sur les sections du fibre K''M®L^^\ 
En effet, D agit par extension sur I'espace des g-formes sur M et sur les fibres en droites L*^^-* 
via sa connexion lineaire associee V^. Nous avons alors : 

5^ : A^M (g) L^'^) ^ A^-^M (g) L^'^-^) 

Lorsqu'une metrique est fixee dans la classe conforme, I'operateur de Hodge conforme et la 
divergence conforme s'identifient respectivement avec I'operateur de Hodge et la divergence 
riemannienne relative a cette metrique. En revanche, la structure de Weyl n'est pas en general 
la connexion de Levi-Civita d'une metrique, par consequent, les operateurs 6 et 6^ sont en 
general distincts. 
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Notons I'operateur antisymetrise de la connexion sans torsion D defini par : 

n 

i=l 

ou {ei} est une base quelconque de TM. 

Proposition 1.4.2. L'operateur 5^ : A'^M ® L^^) A'^'^M (g) L^''"^) satisfait la relation 
suivante : 

Demonstration. Soient {cj} une base locale c-orthonormee telle que c(ej,e u) une 

section de A''M(^L^^\ D'apres la relation (llOp . nous avons : 

n n 
i=l i=l 

De plus, nous avons e* = e^/~^, done : 

n 

i=l 
n 



1=1 



Enfin, la structure de Weyl preserve la classe conforme c, de telle sorte que l'operateur *, qui 
ne depend que de c, commute avec la connexion D. Ainsi : 



n 

<5^H = -*(^e*AZ)e,(M) 



i=l 

Nous obtenons la formule suivante : 

= - * (L>'^(*a;)) 

□ 

CoroUaire 1.4.3. Sur I'espace des sections du fibre A'^ ® ^(2?-")^ l'operateur de divergence 
conforme 5 et I'operateur de divergence 5^ associe a la structure de Weyl D coincident. 

Demonstration. Si uj est une section de A'' alors *io est une (n — q)-{orme sur M. 

Cependant, pour toute connexion D sans torsion sur TM, nous avons d = sur I'espace 
des formes sur M. Ainsi, d'apres la proposition 11.4.2^ nous avons I'egalite 6 = 5^ sur A'^ (g) 

^(2g-n) □ 

Etudions I'existence d'un operateur adjoint pour la connexion relativement au produit 
scalaire H sur les spineurs de poids k. Nous avons 

. j^{k) _^ T*M0S(^') ; par consequent, 
I'adjoint D^'''^* de D^'') doit agir sur les sections du fibre T*M(^T.^''K Soient et (f dans 
et a dans T*M. Nous devons trouver D^'^^* tel que I'integrale du terme suivant ait un sens et 
soit nulle : 

h{D^^^,a®^) - h{ilj,D^^>{a®^)) (11) 
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Les objets D^'^^tp et a(E>ip sont de poids conforme k — l; par suite, h{D^''^'iJj,a(E>^) est de poids 

k — 2. Ainsi, pour que les deux termes de I'expression (fTTl) soient de meme poids, D*{a (gi ip) 

doit etre de poids conforme k — 2. Nous en deduisons que I'integrale de I'expression pH) a un 

2-n 

sens si et seulement si fc = — - — . Rappelons que nous notons D la structure de Weyl de poids 
2-n 
2 

2 — n 

Proposition 1.4.4. La structure de Weyl D de poids — - — possede un adjoint formel, D* : 
T*M S(^) ^ S(^), defini par : 

D*{a (E)ip) = -D^iif + 6^{a)ip 

pour a T M et (f € T,^ 2 ) , De plus, si ip est une section de T,^ 2 ) ^ nous avons la formule 
suivante : 

) - h{ip, D*{a f)) = -6^ {Hi;, a O ^)) (12) 
Cette formule relie des sections du fibre 

Demonstration. Soient i> ei i{) deux sections de S'^ 2 J a support compact, et a une 1-forme 
sur M . Calculous 



H{Dil),a® ip) = I h{D'ip,a® If) 

J M 

Soit {cj} une base locale c-orthonormee telle que c{ei,ej) = Sijl^ . Nous avons alors : 

h{De,ij,a{ei)^)l-^ = V^(/i(V,a(e095)/-') -/i(V',^e.(a(e,)v9r2)) 
= Ve^(/i(^,a(e,)v?))/-' - h{i;,a{De,e,)v)l-^ 
-h{i;,De,ia)iei)r\) - h{i;,a{ei)l-^De,^) 

En sommant sur i, nous obtenons : 

n n 
i=l i=l 

n n 
i=l i=l 

Nous avons done la formule suivante : 

h{D'iP,a®ip) -h{'iP,{-D^i+5'^{a))ip) = -5^ {h{'iP,a ® ^)) 
Cependant, h{ip, a ^p) etant une section de A^M L^'^~"'\ le corollaire 11.4.31 montre que : 

6^ {h{7p, a^ip)) = 5{h{ip, a O ip)) 
Ainsi, d'apres la formule de Stokes, nous avons : 

/ d^(/l(^,Q«)(p)) = 

Jm 
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Nous obtenons alors : 

H{Dij, a®^) = Hi^p, i-D^i + (5^(a)]</p) 
L'adjoint de D est done donne par la formule suivante : 

□ 

Lemme 1.4.5. Soient {ej} une base c-orthonormee telle que c{ei,ej) = Sijl"^ . Nous avons la 
formule suivante : 

n n 

i=i 1=1 

/ 2-n. 'i 

pour tout ip dans Sv 2 j. 

Demonstration. Dans un premier temps, nous calculons : 

n 

n n 

j=i 3=1 

n n 

j=i 3=1 

n 

D' autre part, nous avons : 

n n 

Y,5''{e*)D,,^ = Y,Dsu^,*y^^ 
i=i 1=1 

D'apres ce qui precede, nous obtenons : 

n n 

1=1 3=1 

n 

Enfin, nous avons ^^e*[De.ej)ei = Dg.ej, ce qui nous donne : 
i=l 

n n 

1=1 1=1 

□ 
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2 - n 

Proposition 1.4.6. Soit ■0 un spineur de poids — - — . Pour toute structure de Weyl D, nous 
avons la formule suivante : 

D*Dip = tv{D^){iJj) 
o'ii D agit sur 2 j ma la structure de Weyl de poids correspondant. 
Demonstration. Par definition de I'adjoint formel de la connexion D, nous avons : 



i=l i=l 

Cependant, nous avons (e*)^ = Cil'"^ , et done, d'apres le lemme [T.4.51 nous obtenons 

n 
i=l 



□ 



Nous allons maintenant nous interesser a des formule de type Lichnerowicz conforme met- 
tant en jeux des sections du fibre des densites L^~"'\ 

( 2-n \ 

Proposition 1.4.7. Soient ^ et (p deux sections du fibre Sv 2 j. Nous avons la formule 
suivante : 

h{D^,D^) = h{tl;,tr{D'^){ip)) - 6^ {h{ip, Dip)) G lJt") 

Demonstration. Remarquons que D(f est une section de T M ^Y^^ 2 J , En remplagant a(S)f 
par Dip dans la formule (fT2]l de la proposition 11.4.41 nous obtenons : 

h{D'4),Dip) - h{ip,D*Dip) = -5^{h{7p,Dip)) 

La proposition 11.4.61 permet de conclure : 

h{D'il;,Dip) - h{tl:,tv{D^){ip)) = -5^ {h{ip,D^)) 

□ 

I 2-n \ 

CoroUaire 1.4.8. Soient ^ et (p deux sections du fibre Sv 2 ^. Nous avons la formule sui- 
vante : 

h{Di),D^) + ^h{'4},Scal'^^) - h{ij,&^ip) = -6^{h{iP,D(p)) G L^T") 
Demonstration. La proposition 11.4.71 nous donne : 

h{D^,Dip) + ^h{i),Scal^ip)-h{tP,&^ip) = h{ij,tT{D^){^) + ^Scal^ip-^^ip)-6^ {h{i},Dip)) 
De plus, la formule de Lichnerowicz conforme I (tlieoreme ll.3.4|) nous donne : 

tr(L>2)((^) + ^Scal^^ - = 
Nous obtenons done la formule souhaitee. □ 



Menons le meme calcul que dans la proposition II. 4. 71 pour I'operateur de Dirac & de poids 

2-n 

coniorme — - — . 



' 2-n ^ 



Proposition 1.4.9. Soient et tp deux sections du fibre Sv 2 j. Nous avons la formule 
suivante : 

oil (5^^^ est la section de T*M (g) L^^"") definie par : f3^,^{X) = h{ip,X^ ■ &ip) 

Demonstration. Soit {cj} une base c-orthonormee telle que c{ei,ej) = 5ijl^ . Les proprietes de 
I'application h et de la structure de Weyl D nous donnent : 

n 



i=l 

n 



1=1 

n 

i=l 
n 

i=l 1=1 
n 

1=1 

n 

1=1 

n 



i=l 

En posant P^^^{X) = h{ip,x'^ ■ ^^tp), nous obtenons la formule souhaitee 



□ 



Theoreme 1.4.10. Soit (M, c) une variete conforme orientee. Pour toute structure de Weyl 
D sur M , nous avons la formule de Lichnerowicz conforme II suivante : 

1 



h{D^, Dip) + jh{ip, Scal^ip) - ^V) = -^iuj^. 



4 



OM V' e< (/? sont des sections c?e s( 2 ) . La section uj^^ip du fibre T*M ^L^-'^ est definie par : 
uj^,^{X)=h{i>,X^ -^ip + Dxip) 

Notons 1^1^ = pour V' ^ D'apres le theoreme 11.4.101 pour toute structure de 

Weyl D sur la variete conforme (M, c) et toute section ^p du fibre des spineurs a poids S, nous 
avons : 

|^|2 + ^Scal^l^Pll - = -5iu;^) (13) 

ou oj^^^ est note to^. 
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Remarque 1.4.11. Les objets D%1^, D(f, et Slip sont de poids conforme —n/2. Par conse- 
quent, h{Dip, D(f) et h{Si'il}^!3'p) sont de poids —n. De plus, le produit tensoriel Scal^(p est 
de poids conforme —1 — n/2, done h{i{j, Scal^ ip) est aussi de poids —n. Enfin, par definition 
de I'operateur 5, I'objet 6{uj^^^) est une section de "\ Le theoreme ci-dessus donne une 
formule reliant des sections du fibre des densites d'integration "\ 

Demonstration. Les propositions 11.4.71 et 11.4.91 nous donnent : 

D^) + Scal^^) - h{Sij, Sip) = h{ip, tT{D^){^) + ^Scal^^ - ^V) - ^^{0^4,,^) 

ou uj^^ip = h{ijj,Dip) + P^^ip. D'apres la formule de Liclinerowicz conforme I (theoreme ll.3.4|) . 
nous avons : 

Nous avons done la formule suivante : 

Le corollaire 11.4.31 assure I'egalite des operateurs 5^ et 5 sur les sections du fibre Ainsi, 
uJ^^^p etant une section de L*-^~"^, nous obtenons la formule souhaitee. □ 

2 Structures conformes asymptotiquement plates 

Soit {M,g) une variete riemannienne orientee, complete et non compacte de dimension n. 
Notons Qcan la metrique plate sur M". 

2.1 Varietes asymptotiquement plates 

Notons Er = M" \ Bfi I'exterieur de la boule de centre et de rayon R de M". Supposons 
qu'il existe un compact K de M et un diffeomorphisme 

^> : Er^ M\K 

Notons V = M \ K . Ije couple {V, est une carte a I'infini et V le bout de M. Dans cette 
carte = (xi, . . . ,Xn), la norme d'un element s'ecrit : 




Soit r > R ; notons Mr = M \ Ej., ou Ej. est confondu avec son image par L'ensemble 
Mr est un compact de M dont le bord s'identifie a la sphere Sr de . 

Definition 2.1.1. Une variete riemannienne {M,g) est asymptotiquement plate d'ordre r > 
s'il existe une decomposition M\K = uf^j^M^, oil K est un compact, et des diffeomorphismes 
de dans Er^ , pour Ri > 0, tels que : 

9ij = ^ij + 0{rf^) , dkgij = 0{rf^'^) et didkQij = 0(rf ^^2) , 

quand ri = 00, dans les coordonnees engendrees par le diffeomorphisme sur Mj^, 

pour I de 1 a k. Les ouverts sont les bouts de M et les coordonnees {x}} sont appelees 
coordonnees asymptotiques sur Mj^. 
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Supposons que {M, g) est une variete asymptotiquement plate d'ordre r ne possedant qu'un 
seul bout Moo- Soient p > 1 et 5 G M. Nous notons V la connexion de Levi-Civita associee a 
g. Sauf mention explicite du contraire, tout les objets riemanniens consideres sont relatifs a la 
metrique g. L'espace des fonctions est defini comme le complete de I'espace des fonctions 
C°° a support compact sur M pour la norme : 



ou Vg est la forme volume associee k g ei r est la distance radiale sur le bout M^o prolongee 
par 1 sur la partie compacte de M . Nous definissons egalement le /c-ieme espace de Sobolev de 
poids 5 sur M, que Ton note W^'^ , comme le complete de l'espace des fonctions C°° a support 
compact sur M pour la norme de Sobolev suivante : 

k 

I \u\ |fe,p,5 = ^ 1 1 V-'iil \p^s-j (14) 
i=o 

L'espace des fonctions C| est defini comme I'ensemble des fonctions n, sur M, dont la 
norme suivante est finie : 



k 



^supr-^+'^'lV^I (15) 
i=o 



Soit a g]0, 1[ ; l'espace de Holder de poids 5 est defini par I'ensemble des fonctions u dans C| 
telles que la norme suivante est finie : 

||n|L.,. = ||tx||p.+ sup Lin(r(x),r(y))-'5+'=+-^^^^^^^^^^^') (16) 

ou y est dans un voisinage de x et V^u{y) est le tenseur en x obtenu par transport parallele le 
long de la geodesique radiale joignant x a y. Ces espaces de fonctions dependent des coordon- 
nees choisies sur le bout Moo de la variete. En revanche, les differents systemes de coordonnees 
etant asymptotiques aux coordonnees euclidiennes, les normes relatives a deux systemes de 
coordonnees differents sont equivalentes. La definition des normes de Holder (fT5]l et (fT6l) nous 
donne immediatement la proposition suivante : 

Proposition 2.1.2. Soit u appartenant a C^'"(M). Alors u = 0{r^'^) et, pour i et j dans 
{l,...,n}, diu = 0{r-^-^) etdfju = 0{r-^-^). 

Pour ces espaces de fonctions, nous avons egalement un theoreme de Sobolev a poids [8] : 

Proposition 2.1.3. Soient q > 1 et a g]0, 1[. Supposons que I — k — a > — . Pour tout e > 0, 
nous avons les inclusions continues suivantes : 

En particulier, si u € W^''^ avec I > — , u = 0{r^). 

Definition 2.1.4. La variete riemannienne {M,g) asymptotiquement plate d'ordre r verifie 
les conditions de decroissance de la masse lorsque : 
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- I'ordre t de M est tel que : 



- le tenseur g — gcan appartient a C^!^{M^), pour tout I de 1 d k. 

- la courhure scalaire Scal^ de la connexion de Levi-Civita V est integrable sur M . 
Notons JAr Vespace des metriques sur M verifiant les conditions ci-dessus. 

Lorsque une variete asymptotiquement plate (M, g) d'ordre r a un seul bout M^o verifie 
les conditions de la definition precedente, I'expression de la masse de cette variete est donnee 
par : 



ou V est le champ de vecteurs unitaire sortant de la sphere Sr et gij sont les composantes 
de la metrique g dans les coordonnees asymptotiques sur Moo- Si g appartient a I'espace 
Mt, la masse de la variete riemannienne {M,g) est bien definie et ne depend pas du systeme 
de coordonnees choisi [T]. Nous allons rappeler sans demonstration les resultats analytiques 
necessaires a la demonstration du theoreme de la masse positive dans le cas d'une variete 
spinorielle [I]. Ces resultats s'appuient sur les proprietes des espaces de Sobolev, de Holder et 
sur des resultats de theorie elliptique pour lesquels le lecteur pourra se referer a [Tj. Fixons une 
mfetrique g dans Mr et supposons que la variete M est spinorielle. Soit q un entier strictement 
superieur a n. 

Proposition 2.1.5. ([l] page 676) Soientp dans]l, +oo[ et 6 non exceptionnel^. L'operateur 
Laplacien A ; W^'^ operateur de Fredholm. De plus, si2 — n<6<0, c'est un 

isomorphisme de Wg'^ sur L^ -^. 

Nous definissons W^''^{^3^ V espace de Sobolev des sections de dont la norme de Sobolev 
definie de fagon analogue a (fT4l) est finie ; lorsqu'il n'y a pas d'ambigiiites nous noterons 
egalement W^'"^ ces espaces. Le bout Moo de M, identifie a M.'^\Bji, est munit des coordonnees 
asymptotiques x = (xi, . . . , Soit e = (ei, . . . , e„) la base orthonormee de induite par x. 
Nous avons g{-, •) = gcani^'i ^ ^st un champ de matrices symetriques definies positives. 
Nous definissons le repere (7-orthonorme s de M^o par : s = {A2)~^e, ou A2 est I'unique racine 
carre definie positive de A. Soit s I'un des deux reperes spinoriels relevant s. Un spineur ipo 
de s'appelle un spineur constant si tpo = [5,^0], ou la fonction ^ : M^o — > est constante. 
En particulier, si -00 est constant, sa norme 1-001 est constante sur le bout a I'infini Moo- 
Definition 2.1.6. Une section ip de est asymptotiquement constante s'il existe un spineur 
constant -00 te.1 que ip — tpo ^ 

Proposition 2.1.7. {f^ page 690) Soitl-n <5 <0. L'operateur de Dirac : W^'''{T.^) ^ 
VF5^l'\(S^) est un isomorphisme. 

Nous pouvons deduire de cette proposition I'existence d'un spineur ^-harmonique asymp- 
totiquement constant. L'existence d'un tel spineur joue un role majeur dans la preuve de 
theoreme de la masse positive. 

^Le paramfitre 5 G R est dit non exceptionnel s'il appartient a I'ensemble R\{A; e Z : fc / —1, —2, • • ■ , 3— n}. 
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CoroUaire 2.1.8. ([T] page 690) Soit ipo un spineur constant sur M . II existe un spineur ip 
dans tel que : 

= 

et 

Demonstration. Les hypotheses de decroissance asymptotique donne ^^Vo £ W^'!^_^{T,^). 
D'apres la proposition l2.1.7l il existe un unique spineur ■01 S W^'!^{'E^) tel que ^^Vi = — ^^V'o- 
Ainsi, le spineur ^p = ^pl + ^pQ convient. □ 

Dans la methode de Witten, en integrant la formule de Lichnerowicz sur la variete asymp- 
totiquement plate M, le terme de divergence converge sur le bout a I'infini vers la masse de 
la variete. Ce fait est donne par la proposition suivante : 

Proposition 2.1.9. ([T| page 691) Soit ip dans asymptotiquement constant. Nous avons 
alors la formule suivante : 



I \Vij\^Vg+\ [ Scal3\7P\\g- [ \&3^\^Vg = liHl / (V^^ + Z^' 

oil xpQ est le spineur constant verifiant tp — Tpo G VF^'^(S^). 

Nous avons alors le theoreme de la masse positive [I] : 

Theoreme 2.1.10. Soit {M,g) une variete riemannienne, spinorielle et asymptotiquement 
plate d'ordre r telle que g € M,-. Supposons que la courbure scalaire de la connexion de Levi- 
Civita de g est positive. Alors la masse de {M,g) est positive. De plus, la masse est nulle si 
et seulement si M est isometrique a I'espace M" euclidien. 

Demonstration. Soit tpo un spineur constant. La proposition 12.1.91 appliquee au spineur donne 
par le corollaire 12.1.81 donne la formule suivante : 

\V^\\g + - f Scal3\,p\\g = ]m{g)\^Po\l 

Par hypothese, la courbure scalaire Scal^ de g est positive, done la masse m{g) de M est 
positive. □ 

Considerons I'ensemble de fonctions suivant : 

^ = {/ G C°°(M,R>°) : / - 1 € C!'^ et A(/) G L^} 

Chaque fonction dans ^ nous donne une metrique asymptotiquement plate dans la classe 
conforme de g. Nous avons le theoreme suivant [12] : 



Theoreme 2.1.11. Soit {M,g) une variete riemannienne asymptotiquement plate pour la- 
quelle g E Mr - Soit g = fg. Alors, g appartient a si et seulement si f appartient a De 
plus, leurs masses sont reliees par la formule suivante : 

m{g) = m{g) + (n - 1) / ^<^U)y9 (17) 

J M 
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Nous demontrons uniquement la formule (flTl) . Dans la carte a I'infim associee a g, nous 
avons : 

diifgij) - djifgu) = f{di{gij) - djigu)) + {gijdif - gudjf) 

n 

Posons fij = — dj{gii))uj. En ecrivant gij = 6ij + aij nous obtenons : 

i=l 

n n 

XI i^iifdij) - djifgu)) Uj = fJ-j + (/ - l)fJ-j + (1 - n)djfuj + ^{aijdif - aiidjf)vj 

i=l i=l 

Pour terminer notre calcul, nous devons integrer sur 5^ et faire tendre r vers I'infini. Cepen- 
dant, dif = 0{r-^-^), aij = 0{r-^), fij = 0{r-^-^) et / - 1 = 0{r-^). Par consequent 

n 

Y,{<^iAf - aiid,f)vj = 0(r-2--i) et (/ - = 0(r-2-i) 

i=l 

avec 2r + 1 > n — 1, done les integrales sur Sr de ces deux termes tendent vers lorsque r 
tend vers I'infini. En sommant sur j, nous en deduisons la formule suivante : 



mig) = mig) + (1 — n) lim / df{v)vjv„ 
La formule de Stokes termine la demonstration : 



m{g) = m{g) + (n - 1) lim / Ag{f)vg 

I Mr 



r—*oo 



Terminons ce paragraphe par un lemme dont nous aurons besoin ulterieurement dans cette 
note. 

Lemme 2.1.12. Soit {M,g) une variete asymptotiquement plate telle que g € Mr- Pour toute 
fonction f dans ^ , nous avons : 



lim / -^(v)i'jv„ = lim / df{u)u_iV„ 



Demonstration. Nous ecrivons 



j '^{y)vjvg= I [f-^ -l)df{y)u^vg+ I df{u)u^Vg (18) 

La fonction / est strictement positive sur M et tend vers 1 a I'infini, il existe done e > et 
C > tels que e ^ f ^ C . Par consequent, la fonction est bornee sur M. De plus, / — 1 = 
0{r-^), nous avons alors : /-^ - 1 = -/"^(/ - 1) = 0{r-^), done (/"^ - l)\df\ = 0{r-^^~^) 
avec 2r + 1 > n — 1. Nous en deduisons : 

lim [ if-' -l)df{u)u^vg = 



Ainsi, par passage a la limite dans (|T8|1 . nous obtenons la formule souliaitee 

lim / f^'^df{v)u_iVg = lim / df{v)v^v„ 

r— >oo Iq r^oo Ic 



□ 
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2.2 Structures de Weyl asymptotiquement plates 

Nous allons etendre la notion de platitude asymptotique aux structures de Weyl et gene- 
raliser les resultats rappeles dans la section precedente. 

Definition 2.2.1. Soient (M, c) une variete conforme de dimension n et D une structure de 
Weyl sur TM. Nous dirons que {M,c,D) est asymptotiquement plate d'ordre r > lorsqu'il 
existe une metrique go dans c telle que : 

1. La variete riemannienne {M,go) est asymptotiquement plate d'ordre r telle que go G Mr- 

2. Pour tout entierl del dk, la forme de Lee Oq de D relative d go appartient d W^^_-^{MI^ , 
oil mI^ est le l-eme bout de {M,go) et q > n. 

3. La codifferentielle par rapport a go de la forme de Lee 9q est integrable sur M . 

Nous dirons que la metrique go est une metrique adaptee pour la structure de Weyl asympto- 
tiquement plate D. 

Soient (M, c) une variete conforme de dimension n et D une structure de Weyl sur TM. 
Supposons que (M, c, D) est asymptotiquement plate a un seul bout et choisissons une 
metrique adaptee go dans c. Sauf mention contraire, les objets riemanniens (V, S, etc. . . .) 
et les espaces de fonctions dans toute la suite de cette partie sont definis relativement a la 
metrique go- Nous notons V la connexion de Levi-Civita de go, vo sa forme volume et 6o la 
forme de Lee de D associee a go- 

Definition 2.2.2. Soient (M,c,D) une structure de Weyl asymptotiquement plate et go une 
metrique adaptee. Nous definissons la masse de la structure de Weyl asymptotiquement plate 
par : 



Jm 

oil m{go) est la masse riemannienne totale de la variete {M,go). La masse d'un bout de 
M, notee m}{D){go), est donnee par : 



oil m {go) est la masse riemannienne du bout M^, la sphere de rayon r dans les coordonnees 
sur M(X) et vi le champ de vecteurs sortant de la sphere S^.. La masse de la variete M est done 
la somme des masses de chaque bout. 

Soit g une metrique dans la classe conforme c telle que g G Mt ; nous definissons la quantite 
m{D){g) par : 



ou 5^ et Vg sont respectivement I'operateur de divergence et la forme volume associes a g. 



Proposition 2.2.3. Soient {M,c,D) une structure conforme asymptotiquement plate et go 
une metrique adaptee. Pour toute metrique g dans M^, nous avons : 





r 




Posons M'; 



m{D){g) = m{D){go) 
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Demonstration. Soit g = fgo avec / € Nous supposons que la variete ne possede qu'un 
seul bout a I'infim. Par definition, nous avons : 

m{D){g) = m{g) + 2{n — 1) lim / 9q{u)ujVq 

JSr 

Cependant, les deux metriques sont asymptotiquement plates dans le meme systeme de coor- 
donnees, done nous pouvons remplacer Vg par vq dans la limite de I'integrale. De plus, nous 
avons la formule : 

Idf 



"n — "n — 

g " 2 / 

Nous obtenons : 

m{D){g) = m{g) + 2{n — 1) lim [ 6q{u)i'_ivo — {n — 1) lim [ -^{u)iyjvo 

r— +00 / c r^oo I q f 

Le theoreme 12.1.111 nous donne : 

m{g) = migo) + (n - 1) / A{f)vo 

Jm 

Et, d'apres le lemme [2.1.121 nous avons : 

lim [ ^{i^)i^jvo = lim / df{v)v^VQ = [ A{f)vQ 
Nous deduisons le resultat de ces deux dernieres formules : 

m{D){g) = m{go) + 2(n - 1) / 5(0o)t^o 

Jm 



(19) 



□ 



2.3 Sous-classes asymptotiquement plates 

Nous Savons, depuis R. Bartnik [1], que la masse riemannienne est un invariant geome- 
trique : la masse ne depend pas du systeme de coordonnees choisi sur le bout de la variete. 
Plus precisement, si g est asymptotiquement plate dans les coordonnees {zi} et {ij}, alors il 
existe une transformation £J de M", composee d'une isometrie et d'une translation, telle que 
z = E{z) + 0(r~^), et dans ces conditions, les masses calculees dans ces deux systemes de 
coordonnees sont egales. 

Soient (M, c, D) une structure de Weyl asymptotiquement plate et go une metrique adaptee 
pour D. Supposons que la variete ne possede qu'un seul bout a I'infini. Soit {zi} le systeme 
de coordonnees dans lequel go est asymptotique a la metrique plate de M". Considerons le 
systeme de coordonnees {zj} sur Mqo tel que Zi = azi, ou a € M^°. 

Remarque 2.3.1. La metrique go n'est plus asymptotiquement plate dans les coordonnees 
{zi}, mais il est clair que c?go I'est. 

Notons respectivement gij et gij les composantes de go dans les coordonnees {zi\ et {-Zj}, 
puis di et di les derivees partielles par rapport aux coordonnees Zi et Zj. Nous avons dzi = adzi 
et di = a~^di. Par consequent vo = a^vo et : 

~ _ -2 
9ij — ^ 9ij 
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En derivant par rapport a Zi, nous obtenons : 

n 

di{a^gij) = di{gij) = ^dkgijdiZk = a~^dkgij 

k=l 

Nous en deduisons la formule suivante : 

(di{a%j) - dj{a%i)^ dj^vo = dP-'"^ {digij - djgu) di^vo 

En integrant sur les spheres de rayon r, et en faisant tendre r vers I'infini, nous relions les 
masses de go et a^go par : 

m{a^go) = aP'''^m{go) 
Etudions le second membre de la masse de la structure de Weyl D. Rappelons que 

/ 5{eo)vo= [ diel^vo) 

Jm Jm 

Si g = a^go, oii a est une constante, nous avons 6g = Oq et = o^^^q", ou ((^ et (jo sont les 
isomorphismes musicaux associes k g et go respectivement. Par consequent, 

/ 53{eg)vg = o"-2 / 5{do)vo 

JM JM 

Nous venons de demontrer : 

Proposition 2.3.2. Si go est une metrique adaptee, nous avons : 

m{D){ago) = a~m{D){go) 

Nous Savons desormais comment evolue notre masse lors d'un changement des coordonnees 
sur le bout de la variete de la forme z = aE{z) + 0{r~'^), ou E est une transformation eucli- 
dienne sur M" et a une constante positive. Nous dirons qu'un tel changement de coordonnees 
est asymptotiquement conforme. 

Supposons desormais que notre structure de Weyl asymptotiquement plate possede k 
bouts, ou k est superieur ou egal a 1. Dans ce cas, la masse de la variety est definie comme la 
somme des masses de chacun des bouts. Rappelons que m\go) est la masse riemannienne de 
{M,go) sur le bout de M, et m\D){go) la masse de la structure de Weyl asymptotique- 
ment plate sur le bout M^de M. Nous avons alors : 

k 

"m-igo) = ^m\go) 
1=1 

et 

m\D){go) = m\go) + 2(n - 1) lim / 6'o(t'i)t'M^^o 

J SI 

Soit {a;};=i...fc une famille de R^*^. Posons : 

^{au...,au) = {/ e C°^{M, M>°) : A/ G ei V/ = 1 . . . , / - a, G c!f (M^)} 
En particulier, notons = 
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Proposition 2.3.3. Soient g = fgo, avec f dans ^(ai,...,afc) • Nous avons : 

k _ 

n — 2 

m{D){g) = Y,ai' m\D){go) 
1=1 

En particulier, si gi = f\go et g2 = f29o, o,vec fi et f2 dans ^(ai,...,afc); nous avons : 

m{D){gi) = m{D){g2) 

Demonstration. Fixons un bout de (M, go). Sur M^, nous avons f = aifi,ou fi appartient 
a =^ sur M^. D'apres le theoreme 12.1.111 la metrique gi = figo est asymptotiquement plate 
sur et la proposition 12.2.31 adaptee pour le bout M^^, donne : 

m'{D){gi)=m'{D){go) 

Pour la metrique adaptee gi, en utilisant la proposition 12.3.21 nous obtenons : 

Tl-2 

m\D){g)=ai ' m\D){gi) 

Done, nous avons : 

k , 

n — 2 

m{D){g) = Y,cii' m'{D){go) 
1=1 

□ 

Par consequent, la masse de D evaluee en g = fgo ne depend pas de la fonction / choisie 
dans =^(ai,...,afc)i niais uniquement des reels a/ et de la metrique de reference go- Une metrique 
adaptee etant fixee, nous remarquons que les ensembles de fonctions ^ai,...,ak definissent des 
sous-classes de metriques de la classe conforme c pour lesquelles la masse de la structure de 
Weyl est invariante. Notons T = {^ai,...,afc : (ai,...,a„) G (M>°)"}. Nous avons alors une 
application : 

m{D) : r^R 

definie par : 

m{D){^a„...,a,)=m{D){fgo) 

ou / est une fonction quelconque de ^ai,...,ak- L'espoir de cette remarque est de parvenir a 
demontrer que T constitue I'ensemble de toutes les metriques asymptotiquement plates de la 
classe conforme c. Dans ce cas, nous aurons defini une masse conforme m{D) independante 
du choix de la metrique adaptee. 

2.4 Theoreme de la masse conforme positive 

Soient (M, c, D) une structure de Weyl asymptotiquement plate ne possedant qu'un seul 
bout Moo et go une metrique adaptee pour D. Soit V la connexion de Levi-Civita de g^. Sup- 
posons que M est une variete spinorielle. Notons S = S*^ 2 > I'espace des spineurs conformes 
de poids (2 — n)/2. Nous notons desormais le fibre des spineurs riemanniens relatif a la 
metrique go et I'operateur de Dirac induit par V sur Yp . Rappelons que les espaces de 
fonctions consideres sont relatifs a la metrique adaptee go. 
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Lemme 2.4.1. Soit ip une section du fibre des spineurs T,^ . Supposons que ip est D-parallele, 
i.e Dip = 0. Si ip tend vers dans M^o, i.e. lim = 0, alors ip est identiquement nulle. 

\x\^oo 

Demonstration. Soient x dans M et {cj} une base de T^M . Calculons la differentielle de 

n 

\tl)\^ : d\il)\^ = Ve,(|V'|^)e*. La compatibilite de la connexion de Levi-Civita avec le produit 

i=l 

scalaire donne Vei(IV'P) = (Seii^ii^) + (V')VeiV')- Comme ip est D-parallele, la formule ^ 
donne : 

n — 1 1 
Ve.^ = — ^^o(ei)V' + ^e.i-eo-ip 

Nous obtenons : 

VeM?) = (n-l)0o(e*)|V'l' + ^((ei-eo + ^o-ei)-V',V') 

Par consequent, dlV'P = {n — 2)\iI)'^9q. Soient xq dans Mqo et 7 une geodesique parametree 
sur [0, +oo[ telle que 7(0) = xq et ^lim |7(t)| = +00. Posons 4>{t) = \M^{t) ~ ^o(7(0)- 



t— >oo 



La fonction (p est done solution de I'equation differentielle ordinaire (p'it) = (n — 2)/(t)0(t) 
sur [0,oo[. Par consequent, pour tout i, (j){t) = cexp(F(i)), ou c est une constante et F une 
primitive de /. Cependant, par hypothese lim (pit) = 0, done (p est identiquement nulle. 

Ceci etant vrai pour toute courbe allant vers I'infini sur Moo, nous en deduisons que ip est 
identiquement nul. □ 

Soit ip une section de YP . Soit u) une 1-forme sur M. La formule de Stokes nous donne 

6{lo)vq = / L0{v)TyjVQ 

Ivlj- J St 

ou v est le champ de vecteurs normal unitaire sortant de Sr, et rappelons que Mr est le 
compact de M defini par = M \ Er dont le bord s'identifie a la sphere Sr de M". Par 
consequent, si la limite existe, nous avons : 

— / 5{uj)vq = lim / uj{v)vjVq 

Jm JSr 

Proposition 2.4.2. Soit 1 — n < 6 < 0. Supposons que la courbure scalaire Scal^ de la 
connexion de Weyl est positive. Dans ces conditions, I'operateur de Dirac de poids conforme 
(2 — n)/2, ; L^^_2(S), est un isomorphisme. 

Demonstration. Montrons que I'operateur est bien defini sur ces espaces de Sobolev. Soit 
tp dans VF^'^(S). La proposition 11.2.41 et I'inegalite triangulaire nous donnent : 

I^V'I ^ |^>| + i|^o||V'l 

Par hypothese sur tp, la norme \ip\ est bornee sur M (puisque iV'j = 0{r^'^)) et la proposition 
12.1.71 nous donne !^^tp € W^'!^_^. De plus, la condition (2) de la definition 12.2.11 assure que 
appartient egalement a L'inegalite ci-dessus permet de conclure que &tp est une section 
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de Par le meme raisonnement en remplagant par G nous demontrons 

que &'^ip appartient a W^'^_2. Soit ip dans W^'^ tel que = 0) montrons que tp est 

identiquement nul. Le corollaire 11.4.81 nous donne : 

\D^\l + ^Scal''\^\l = -6{hii;,D^)) 

En integrant cette formule sur le compact de M, pour r > R, nous avons : 

f \DiP\l + ] [ Scal''\^\l = - f 5{h{i,,D,p)) 

Mr ^ J Mr J Mr 

La metrique de reference go etant fixe, la divergence conforme s'identifie avec la divergence 
riemannienne relative a go. Done la formule de Stokes nous donne : 

\Dm + - f Scal''\i;\l= [ {i;,D,i;)u^vo (20) 

Mr ^ JMr JSr 

ou v est le champ de vecteurs unitaire sortant de Sr. La formule ^ reliant la structure de 
Weyl et la connexion de Levi-Civita de la metrique go nous donne : 

Par I'inegalite triangulaire et de Caucliy-Schwarz, nous obtenons : 

\i^P,D,i^)\ ^ IV^II^I + ^l^ollV'P + l\9om' 

Par hypothese sur la section ip et la forme de Lee ^o, nous avons Dyip) = 0{r~'^'^~^), avec 
2t + 1 > n — 1. Par consequent, nous arrivons a I'egalite suivante : 



r— ►oo 



lim / {ip, Diyip)iy_ivo = 



Nous en deduisons, par passage a la limite quand r tend vers I'infini dans ([20I1 . la formule 
suivante : 

/ + j [ 5ca/^jV|I = 

Jm * Jm 

La courbure scalaire Scal^ de la connexion de Weyl est positive, done les deux termes integres 
sont nuls. En particulier, D'ip = et ^p tend vers a I'infini, done, d'apres le lemme 12.4.11 
est identiquement nul. Nous avons done demontre que I'operateur : wl'!^ est 
injectif. Cependant, la proposition II .4.91 demontre que i^^ est formellement autoadjoint : 

Un raisonnement similaire demontre que cet operateur est injectif (par hypothese nous avons 
1 — n<r + 2 — n<0). L 'operateur Qi^ est de Eredholm de noyau et conoyau trivial done 
est un isomorphisme de VF^'^ dans L'^_^_2 (voir [Ij). □ 

Sous les hypotheses de cette section, nous sommes en mesure de demontrer la convergence 
vers la masse conforme de I'integrale du terme de divergence dans la formule de Lichnerowicz 
conforme IL 
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Proposition 2.4.3. Soit ip un spineur asymptotiquement constant. La metrique adaptee go 
etant fixee, nous avons la formule suivante : 

<^(wv) = 7"iP)(5o)|V'oP 

M 4 

oil V'o esi le spineur constant tel que tp — ipo W^-r ; ou la section uj^ de T*M (g) L*-^""^ est 
definie par : uj^ 

Demonstration. La metrique go etant donnee, la proposition II .2.41 et la formule ([JJ appliquees 
pour go permettent d'identifier uj^ a une 1-forme sur M par la formule suivante : 

co^iX) = + l^^oWIVp (21) 

avec = {ip,X ■ &^Tp + VxV')- Soit -00 le spineur constant tel que tj^ — tpo ^ W"^^ ; la 

proposition 12.1.91 donne : 

= lim / iA{v)vjvo = jm(fi(o)|V'oP (22) 

ou V est le champ de vecteurs unitaire sortant de Sr- Posons V'l = V' ~ ^o, nous avons : 

IV'l' = l^i|' + l^o|' + 23?((Vi,V'o)) 
Cependant, G W'^^{T.) et e VF^V^^i- Done : 

Ooiv) (iV'il^ + 2K((^i, Vo))) = 0(r-2-i) 
avec 2r + 1 > n — 1. Par consequent, nous obtenons I'egalite suivante : 



lim / \il:\'eo{u)ujvo = \M 1™ / eo{v)vjvo (23) 

- — r— >c- 



Remarquons que cette limite existe puisque la codifferentielle de la forme de Lee est inte- 
grable (condition (3) de la definition I2.2.ip et done (f23]l devient : 

m?OQ)vo = { I m)vo)m'' (24) 

M J M 

Les equations ([22]) et ((241) nous donnent I'egalite souhaitee : 

5{uj^)vo = \{m{go) + 2{n-l) [ 5(6'o)wo) l^oP 

M ^ Jm 

□ 

Theoreme 2.4.4. Soient {M,c) une variete conforme spinorielle et D une structure de Weyl 
asymptotiquement plate sur M . Supposons que la courbure scalaire Scal^ de D est positive. 
Alors la masse m{D) associee a D est positive et cette masse est nulle si et seulement si (M, c) 
est isomorphe a I'espace M" munit de la classe conforme canonique. 
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Demonstration. Soient go une metrique adaptee pour D et ■00 un spineur constant. Les hy- 
potheses de decroissance asymptotique sur D nous donnent ^^0 G H Ll^_2- D' apres 
la proposition I2.4.21 il existe V'l S W^'^ tel que ^^Vi = — ^"00- Cependant, par regularite 
elliptique, 0i G et done ijj2 ■= ^ipi ^ W^'!^. Posons tp = ip2 + V'o- La section ip est 
^-harmonique et asymptotique au spineur constant i/jq. En integrant sur Mr la formule de 
Lichnerowicz conforme II (theoreme ll.4.10p . nous obtenons : 

/ \Dtlj\^vo + - f 5ca/^ iVpT^o = - / 5{uj^)vQ 

J Mr 4 J Mr J Mr 

La proposition 12.4.31 par passage a la limite, nous donne alors : 

JM 4 Jm 

Cependant, la courbure scalaire Scal^ de la structure de Weyl D est positive, done la masse 
m{D) associee a D est positive d'apres la formule precedente. 

Supposons que la masse m{D) soit nulle. Nous avons alors un spineur ip dans S tel que : 

\ml + ] I Scal''\^\l = G 
M * JM 

Les deux termes de cette equation sont positifs, done nuls. La section ip est alors Z)-parallele. 

2 

Par consequent, 101^"" est une section V^-parallele du fibre L. En effet, le calcul donne : 



2 X 1 "^1 



Ainsi, la structure de Weyl D est exacte, i.e. il existe une metrique g dans la classe conforme 
c dont D est la connexion de Levi-Civita. Ecrivons g = fgo, ou / est une fonction strictement 
positive sur M. La structure de Weyl D etant la connexion de Levi-Civita de g, la forme de 
Lee 9g associee est identiquement nulle et la formule ([H]) nous donne : 

Posons h = log(/). Nous avons par hypothese sur ^o- 

Lemme 2.4.5. Soit h une fonction C°° sur M. Supposons que dh appartient a Ci'"_]^(M). 
La fonction h possede une limite finie a telle que 

Demonstration. Soient x et y dans Er = M" \ Br tels que \y\ ^ |x| ^ Ri, pour Ri > R. Soit 

Ixl 

z = -j— j-y dans M". Considerons Xt le grand arc de cercle parametre sur [0, 1] joignant x et z. 

\y\ 

Nous avons \Xt\ = \x\ ^ i?i et \Xt\ ^ 7r|x|. L'egalite des accroissement finis entre et 1 (pour 
f{t) = h{Xt)) nous donne : 

h{x) - h{z) = [ dhxt{Xt)dt 
Jo 
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Par hypothese, \dhxt \ = ), \Xt\ = \x\ et \Xt\ ^ vr|x|, nous obtenons alors I'megalite 

suivante : 

\h{x) - h{z)\ ^ TrC\x\-^ 

ou C est une constante positive independante de x et y. Comme |x| ^ Ri, cette inegalite 
implique : 

\h{x)-h{z)\i^TTCR^^ (25) 

\x\ 

Posons T = — — ; I'egalite des accroissement finis entre z et y nous donne : 

\y\ 



h{Ty) - h{y) = / dhy+t{Ty-y){Ty - y)dt 
Jo 

Par le meme raisonnement que precedemment, nous obtenons I'inegalite suivante : 

\h{Ty) - h{y)\ ^ C\yr /V -T){l + t{T - l))-^-^dt 

Jo 

Nous pouvons calculer I'integrale : 

j\l - r)(l + t{T - l))-^-'dt = r ' - l) 

Nous en deduisons : 

\h{Ty) - h{y)\ ^ T-^C{\x\-- - 1^1"^ ^ r-^CR^^ (26) 



Par consequent, (l25l) et (|26|1 etablissent I'existence d'une constante Ci independante de x et 
y telle que : 

i/i(x)-%)KCii?r 

Ainsi, pour tout e > 0, nous pouvons choisir Ri sufRsamment grand tel que, pour tout x et 
y dans Ej. verifiant |y| ^ \x\ ^ \h{x) — h{y)\ ^ e. Par consequent, d'apres le critere de 
Cauchy, h{x) admet une limite finie lorsque x tend vers I'infini. Par passage a la limite quand 
T tend vers I'infini dans I'inegalite ([26]) . nous obtenons : 

\h{x)-a\^-\x\-^ (27) 

T 

pour tout X dans Er. En observant la norme des espaces de Holder a poids, nous pouvons 
remarquer que I'estimation ([271) et Thypothese dh E C^r-i suffisent pour demontrer que h 
appartient a C^'". □ 

En appliquant le lemme [^.4.51 a la fonction h = log(/), nous demontrons que / possede 
une limite finie strictement positive b = exp(a) a I'infini et que f — b £ C^'". En changeant 
/ par b~^f, nous ne modifions pas la connexion de Levi-Civita associee a g. Nous pouvons 
done supposer que g = fgo avec / G D'apres le theoreme 12.1.111 la metrique g est 
asymptotiquement plate. Nous avons done ^p € T,^ tel que D^p = 0, ou -D est la connexion 
de Levi-Civita de la metrique asymptotiquement plate g, la preuve du theoreme de la masse 
positive [1] demontre dans ce cas que M est isometrique a munit de la metrique plate. En 
conclusion, la variete conforme (M, c) est isomorphe a I'espace munit de sa classe conforme 
canonique. □ 
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